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Ce travail montre que dans un re´seau (ge´ne´ral) ou` le protocole de routage est OSPF avec la strate´gie d’e´quilibrage de charge ECMP, le
proble`me qui consiste a` maximiser un flot simple d’une source vers un puits ne peut eˆtre approche´ a` une constante pre`s.
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1 Introduction & Etat de l’art
Le but d’un protocole de routage est de rendre chaque routeur capable de de´cider, quand un paquet est rec¸u, le routeur
qui correspond au prochain saut. La de´cision doit eˆtre prise localement et rapidement, en permettant une utilisation efficace
des ressources re´seau. Quand le protocole “Open Shortest Path First” (OSPF) [osp98] est le protocole de routage utilise´
dans le re´seau, tous les paquets suivent des plus courts chemins, en prenant en compte les longueurs des liens fixe´es par
l’administrateur re´seau.
S’il y a plusieurs plus courts chemins entre deux noeuds u et v, le routage de´pend de la re`gle qui est utilise´e pour e´quilibrer
le trafic entre les diffe´rents plus courts chemins. Il y a plusieurs re`gles et l’une des plus utilise´es est ECMP (“Equal Cost
Multiple Path”). Selon cette re`gle un routeur qui a plusieurs liens sortant sur des plus courts chemins vers une destination v
repartit de fac¸on uniforme le trafic qui lui arrive sur ces liens.
Pour mieux comprendre la difficulte´ algorithmique du routage OSPF, nous nous sommes concentre´ sur un proble`me essentiel
qui a comme but la maximisation du de´bit quand il n’y a qu’une seule paire de noeuds communiquant sur le re´seau. Nous
appelons ce proble`me Max-Ospf-Flow et nous en donnons un exemple dans la figure 1 :
– INSTANCE : un graphe oriente´ value´ D = (V,A,c), ou` V est l’ensemble des noeuds, A est l’ensemble des arcs, et c est la
fonction capacite´ qui associe a` chaque arc (u,v) la capacite´ c(u,v) ; et deux noeuds du graphe s, t ∈ V qui repre´sentent
respectivement la source et le puits du flot.
– QUESTION : trouver le flot maximum allant de s a` t avec l’affectation correspondante des longueurs pour les arcs de A, de
sorte que le protocole “Open Shortest Path First” utilisant la strate´gie ”Equal Cost Multiple Path” atteigne ce flot max.
Des travaux pre´ce´dents [FT04, ISI01, Ble05b] ont montre´ que trouver un routage OSPF qui optimise certains crite`res
(charge, capacite´, . . .) de la performance du re´seau est une taˆche difficile ; et ceci est vrai en cas de mono-routage ou de
multi-routage (avec la re`gle ECMP). En mono-routage, les longueurs doivent eˆtre choisies de manie`re a` ce que, pour chaque
paire de sommets, il y ait un unique plus court chemin. Dans [FT04], les auteurs ont e´tudie´ le proble`me d’optimisation des
longueurs OSPF-ECMP afin de minimiser le couˆt total du re´seau quand la fonction couˆt sur les arcs est convexe et croissante
avec la congestion. Ils ont montre´ que ce proble`me est NP-Difficile. En particulier, ils de´finissent l’utilisation maximum du
re´seau comme maxa∈A
l(a)
c(a) ou` l(a) est la charge de l’arc a, et ils prouvent que la minimisation de l’utilisation maximum est
NP-Difficile. Ils fournissent aussi des re´sultats sur le plus grand e´cart entre la performance du routage OSPF-ECMP et celle
d’un routage optimal d’un flot a` plusieurs commodite´s (des paires sources - puits) en terme de congestion. Dans [Ble05b],
les auteurs ont e´tudie´ le multi-routage OSPF qui minimise l’utilisation maximum du re´seau. Ils montrent que ce proble`me est
difficile a` approcher a` un facteur O(|V |1−ε).
Comme ces proble`mes sont difficiles, pour les re´soudre en pratique, on utilise souvent une approche a` deux phases [BK02,
HC04, DP+07]. Dans la premie`re phase, nous trouvons un routage dont les chemins ne sont pas ne´cessairement re´alisables
avec le protocole OSPF. Dans la seconde phase, sont calcule´es, quand cela est possible, des longueurs qui re´alisent ce routage
en suivant le protocole OSPF. Cette seconde phase tente de re´soudre ce que l’on appelle le proble`me inverse du plus court
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FIGURE 1: Exemple d’un flot-ospf maximum de valeur 14.
chemin (ISP). Ce proble`me peut eˆtre formule´ comme un programme line´aire et donc peut eˆtre re´solu en temps polynomial.
Meˆme si les longueurs sont contraintes a` prendre des valeurs entie`res, ISP garde une complexite´ polynomiale graˆce au sche´ma
d’arrondi pre´sente´ dans [BAG04]. Cependant, trouver une solution a` ISP qui minimise la longueur maximum sur tous les arcs
est NP-Difficile [Ble05a].
Nous conside´rons le proble`me d’approximation du flot-ospf maximum d’un re´seau avec une commodite´ unique. Ce proble`me
a e´te´ prouve´ NP-Difficile dans [PSH+02], et aucune approximation, avec garantie non triviale, n’a e´te´ propose´e jusqu’a`
pre´sent. Dans cet article, nous montrons que Max-Ospf-Flow ne peut pas eˆtre approche´ a` un facteur constant pre`s quand les
capacite´s du graphe ne sont pas borne´es. Nous avons aussi e´tabli des re´sultats positifs (voir [GPT12]) que nous ne citons pas
dans cet article.
2 De´finition et simplification du proble`me
Dans cette section, nous montrons que, quand il y a une unique commodite´, le proble`me inverse du plus court chemin est
garanti d’avoir une solution, de`s que le routage ve´rifie quelques conditions, et que cette solution peut eˆtre facilement trouve´e.
Ainsi, meˆme si Max-Ospf-Flow reste difficile, nous pouvons nous concentrer sur la recherche d’une fonction de routage
ade´quate en oubliant l’affectation des longueurs aux arcs.
Dans le cas d’une simple commodite´, re´soudre le proble`me inverse du plus court chemin est trivial pour n’importe quel flot f
allant de s a` t. Pour cela nous de´finissons A′= {a∈A | f (a)> 0}, et nous posons ∀a∈A′, l(a) = 0 et ∀a 6∈A′, l(a) = 1. De cette
fac¸on, tous les chemins de la source au puits utilisant uniquement des arcs de A′ sont des plus courts chemins. Il est pre´fe´rable
parfois d’avoir une meilleure fonction longueur, telle que ∀a ∈ A, l(a) > 0, mais celle-ci n’existe que si A′ est acyclique.
Premie`rement, si A′ contient un cycle alors l(a) doit force´ment eˆtre nulle sur tous les arcs du cycle. Deuxie`mement, si A′
est acyclique, alors nous pouvons trouver une fonction longueur en utilisant l’existence d’une fonction potentielle p : V → R
telle que p(u) < p(v) s’il y a un chemin allant de u vers v (cette fonction potentielle est donne´e par le proble`me dual,
voir [CCPS98]). Ensuite, nous posons ∀a = (u,v) ∈ A, l(u,v) = p(v)− p(u). Remarquez que tous les chemins allant de s a`
t ont une longueur p(t) - p(s). En combinant ces deux faits, nous pouvons alors toujours de´finir des longueurs telles que,
∀(u,v) ∈V 2, tous les chemins allant de u a` v avec des areˆtes dans A′ aient la meˆme longueur, et avec l(a)> 0 sur tous les arcs
a qui ne sont pas contenus dans un cycle. Notez que, meˆme si cela peut paraıˆtre e´trange, il existe des graphes oriente´s pour
lesquels toute solution optimale de Max-Ospf-Flow contient un cycle.
Donc pour toute fonction de flot, il existe toujours des longueurs pour lesquelles tout les chemins utilise´s par le flot sont
des plus courts chemins, et ces longueurs sont toutes strictement positives si le flot est acyclique. Cependant, cela ne veut pas
dire que chaque fonction de flot peut eˆtre re´alise´e sous OSPF-ECMP. En effet f doit remplir la “condition d’e´quilibrage e´gal”.
Cela veut dire que nous devons avoir : pour chaque noeud a ∈ V et ∀(u,v) ∈ A, soit f (u,v) = 0 ou bien f (u,v) = out(u) ou`
out(u) de´pend uniquement de u. Ceci nous permettra de reformuler Max-Ospf-Flow d’une manie`re plus simple, sans utiliser
explicitement la fonction longueur. Mais nous devons tout d’abord introduire quelques de´finitions.
De´finition 1 (graphe de flot) Etant donne´s un graphe oriente´ avec capacite´s D = (V,A,c) et deux noeuds particuliers s et t
(la source et le puits), le graphe de flot correspondant est de´fini par le 5-uplet D = (V,A,c,s, t).
De´finition 2 (fonction/valeur de flot) Etant donne´ un graphe de flot D = (V,A,c,s, t), une fonction f : A→ R+ est une
fonction de flot si ∀a ∈ A, f (a) ≤ c(a) et ∀v ∈ V \ {s, t},∑(u,v)∈A f (u,v) = ∑(v,u)∈A f (v,u). La valeur du flot est val( f ) =
∑(s,v)∈A f (s,v)−∑(v,s)∈A f (v,s).
De´finition 3 (fonction re´gulie`re - e´quilibre´e) Une fonction sur un ensemble S est dite re´gulie`re si elle prend uniquement
deux valeurs dont 0. Etant donne´ un graphe G = (V,A), une fonction f est dite e´quilibre´e sur V ssi, pour chaque u ∈ V la
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fonction fu, de´finie par ∀(u,v) ∈ A, fu(v) = f (u,v), est re´gulie`re.
De´finition 4 (fonction de flot-ospf) Pour un graphe de flot D = (V,A,c,s, t), une fonction f : A→ R+ est un flot-ospf si elle
est une fonction de flot et si elle est e´quilibre´e sur V .
Maintenant, nous sommes preˆts pour donner une formulation e´quivalente du proble`me Max-Ospf-Flow :
– Instance : un graphe de flot D = (V,A,c,s, t).
– Question : trouver la valeur de flot maximum que peut avoir une fonction de flot-ospf dans A.
Le proble`me de trouver la bonne fonction longueur a donc disparu de notre de´finition, puisque le fait de choisir les arcs
qui auront un flot nul permet de de´terminer la fonction longueur cache´e. Nous notons dans le reste de l’article l’ensemble des
entiers {1, . . . ,N} par [N].
3 Re´sultats d’inapproximabilite´
Nous utilisons une re´duction au proble`me MAX-3-SAT (qui ne peut pas eˆtre approche´ a` un facteur pre`s de 78 + ε pour tout
ε> 0) pour prouver d’abord que le proble`me Max-Ospf-Flow est difficile a` approcher, en temps polynomial, avec un facteur
d’approximation de 3132 . Ensuite, nous utilisons une me´thode auto-amplifiante pour prouver que ce proble`me n’est pas dans
APX. Ce rapport de recherche [GPT12] contient les preuves de´taille´es des re´sultats suivants.
Proposition 1 Pour un entier l > 3, il est NP-Difficile d’approcher Max-Ospf-Flow avec un facteur 1− l−38l + ε,∀ε > 0,
meˆme si ∀a ∈ A,c(a) ∈ {1, l}. Par example, il est NP-Difficile d’approcher Max-Ospf-Flow avec un facteur 3132 + ε,∀ε > 0,
meˆme si ∀a ∈ A,c(a) ∈ {1,4}.
Esquisse de preuve Par souci de simplicite´, notre re´duction utilise un multi-graphe. Pour avoir un graphe a` partir de ce
dernier, il est possible d’inse´rer simplement un noeud subdivisant chaque arc en deux. Ceci permet d’avoir un graphe simple
qui double seulement la taille du multi-graphe.
Etant donne´e maintenant une instance I de MAX-3-SAT, de´finie par un ensemble de variables {xi}i∈[n] et un ensemble de
clauses {B j} j∈[m], nous construisons le graphe de flot suivant DI = (V,A,c,s, t) : Pour chaque i ∈ [n], nous cre´ons un sommet
ai repre´sentant la variable xi ; pour chaque j ∈ [m], nous cre´ons un sommet b j repre´sentant la clause B j ; et pour chaque i∈ [n],
nous ajoutons ki arcs paralle`les avec capacite´ 1 allant de s a` ai, ou` ki est le nombre de fois ou` une variable xi apparait dans les
clauses. Nous ajoutons alors un arc avec capacite´ 1 depuis chaque b j vers t, avec j ∈ [m]. En plus de ces arcs, nous ajoutons
des arcs qui de´pendent de la structure des clauses : ∀(i, j) ∈ [n]× [m], si B j contient le litte´ral positif xi nous ajoutons un arc
avec capacite´ 1 de ai vers b j ; et ∀(i, j) ∈ [n]× [m], si B j contient le litte´ral ne´gatif x¯i nous ajoutons l arcs (l > 3) paralle`les
avec capacite´ 1l de ai vers b j. Un exemple de cette construction est donne´ en figure 2. Notez que la taille de DI est line´aire en
le nombre de clauses.
FIGURE 2: Le graph de flot DI construit a` patir d’un ensemble F contenant les clauses B1 = (x1 ∨ x¯2 ∨ x4), B2 = (x2 ∨ x¯3 ∨ x4) et B3 =
(x2∨ x3∨ x¯4). [L’exemple suppose que l = 4. Les arcs en pointille´ ont une capacite´ 14 . Les autres ont une capacite´ de 1].
L’ide´e de la re´duction est d’e´muler les variables binaires comme suit : pour (i, j)∈ [n]× [m], nous de´finissons un lien virtuel
vl(ai,b j) comme l’ensemble des arcs connectant ai a` b j, et nous disons que vl(ai,b j) est un lien virtuel positif (resp. ne´gatif)
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si xi (resp. xi) est un litte´ral de B j. Ensuite, il faut choisir au niveau de ai d’envoyer le flot soit sur les liens virtuels positifs,
soit sur ceux qui sont ne´gatifs, le choix e´tant exclusif. 2
Theore`me 1 Il est NP-Difficile d’approcher Max-Ospf-Flow a` n’importe quel facteur constant pre`s.
Esquisse de preuve Pour prouver le re´sultat, nous utilisons une technique d’auto-amplification de l’erreur. En effet, le
graphe de flot DI , associe´ a` l’instance I de 3-SAT, et qui connecte s a` t est semblable a` un arc virtuel (s, t) avec une capacite´
m, mais pour lequel il est NP-Difficile d’utiliser une capacite´ plus grande que 31m32 . Conside´rons un graphe de flot D , nous
allons remplacer chacun de ces arcs par une copie du graphe DI . Deux facteurs d’erreurs sont alors multiplie´s : un est duˆ au
fait qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial qui peut utiliser pleinement les capacite´s de ces arcs virtuels, et l’autre est duˆ
a` l’erreur sur le graphe original lui-meˆme (que nous avons montre´ dans la proposition 1). 2
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